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RESUMO

As equagoes diferenciais contém derivadas de uma ou mais fungdes em relag@o as variaveis independentes, podendo ser
classificada em relagdo ao tipo, ordem e linearidade. Com frequéncia descrevemos o comportamento de fendmenos
reais em termos matematicos, sendo essa descricdo denominada modelo matematico. Sistemas dindmicos sdo uma area
na matematica que envolve o estudo do comportamento ¢ da evolugdo de sistemas ao longo do tempo, podem ser
representados por equagdes diferenciais e seu comportamento pode ser analisado em termos de estabilidade, bifurcagao,
entre outros conceitos. Este trabalho foi centrado no estudo do comportamento qualitativo da regido de estabilidade de
uma equagdo diferencial presente na reagdo quimica com base na teoria qualitativa das EDO desenvolvida por Poincaré,
interpretando o comportamento global do resultado e a descri¢do da solucdo ao longo do tempo.

Palavras-chave: Ponto de Equilibrio; Estabilidade e Sistemas Dinamicos.

1. INTRODUCAO

O estudo das EDO até a primeira metade do século XIX era realizado utilizando métodos
analiticos, que envolviam a procura de solugdes explicitas através da integragdo. Poincaré foi um
dos principais matematicos a introduzir a teoria qualitativa das EDO na segunda metade do século
XIX, segundo (FIRES, 2018) ele estabeleceu muitos dos aspectos que permitiram estudar
propriedades assintoticas das solugdes de uma equacdo diferencial, como estabilidade e
periodicidade, sem que seja necessario resolver explicitamente a equagdo diferencial. Portanto, o
conhecimento dessa ferramenta matematica ¢ de suma importancia, visto que, esta pode ser
utilizada para resolver e antecipar problemas diversificados.

Reagdo quimica ¢ toda e qualquer intera¢do entre substancias intituladas reagentes, com suas
moléculas se colidindo e se rearranjando entre si, em busca da conformag¢do de menor energia,
transformando a matéria, obtendo o que chamamos de produto. Neste trabalho vamos usar o método
qualitativo desenvolvido por Poincaré nas equagdes diferenciais, que estdo presentes nos livros das
EDO e ¢ familiar a qualquer discente de ensino superior, em alguns elementos de uma reagao
quimica, através da propor¢do estequiométrica entre os reagentes ¢ produtos de uma reacgdo, ¢

possivel prever o quanto de produto sera obtido, em relagdo ao tempo.

3. MATERIAL E METODOS
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O procedimento de estudo ¢ caracterizado como revisdo bibliografica, serdo utilizados os
conteudos abordados nos livros das EDO: (ZILL, 2016) e (BOYCE; DIPRIMA, 2006) para
averiguar varios elementos de uma reacdo quimica e efetuar a previsao da quantidade de reagentes
presente quando t — oo,

Uma reacao quimica de segunda ordem envolve a colisdo de uma molécula de uma substancia
P com uma molécula de uma substancia Q para produzir uma molécula de uma nova substancia X,
ou seja,

P+ Q-X

Suponha que p, g €eR , onde p # g, sdo as concentragdes iniciais de P e Q, respectivamente,
e seja x(t) a concentragdo de X no instante t. Entdo, p - x(t) e q - x(t) s@o as concentra¢des de P e Q

no instante t e a taxa segundo a qual ocorre a reacdo ¢ dada pela equacio:

%= al(p — x)(g — x)

onde a ¢ uma constante positiva.

4. RESULTADOS E DISCUSSAO
Poincaré desenvolveu a teoria qualitativa das EDO, ela estuda o comportamento local e global

das solucdes de uma EDO a partir dos pontos de equilibrio, classificando-os e analisando o
comportamento futuro das solugdes. Segundo (ZILL, 2016), dizemos que o valor x*é um ponto de

equilibrio da EDO x' = f(x) quando f (x*) = 0, ou seja, raiz de f. Suponha que x(t) seja uma

*

solucdo ndo constante e que x seja um ponto fixo da equagdo diferencial autobnoma, existem trés
tipo de comportamento que x(t) pode apresentar perto do ponto de equilibrio: assintoticamente
estavel, assintoticamente instavel e semi-estavel.
a@ —x)(@q@—x) =0
Os pontos criticos sdo p e g, estudando o comportamento desses pontos, temos duas situagdes

diferentes quandop > gep < q:

Fonte: GeoGebra



Para analisar o comportamento do ponto fixo e classifica lo, estudamos o sinal da fungao f(x)
. Quando p < g vemos que a funcdo ¢ positiva em ]oo, p[ U ]q, o[ e negativa em
[p < x < q], logo podemos classificar o ponto fixo p como estavel, pois todas as solugdes
tendem a solu¢ao de equilibrio e o ponto critico g como instavel, pois todas as solugdes afastam-se
da solugdo de equilibrio conforme t aumenta. Parap > q observamos que a fun¢do € positiva em
] — o, q[ U ]p, oo e negativaem [q < x < p], logo podemos classificar o ponto fixo q como
estavel e o ponto critico p como instavel.

A seguir trouxe um exemplo pratico proposto no livro de (ZILL, 2016):
Exemplo. Dois produtos quimicos A e B sdo combinados para formar um produto quimico C. A
taxa, ou velocidade, da reacao ¢ proporcional ao produto das quantidades instantaneas de A e B nao
convertidas no produto quimico C. Inicialmente, existem 40 gramas de A e 50 gramas de B, e para
cada grama de B, 2 gramas de A sdo usados. E observado que 10 gramas de C sido formados em 5
minutos. Qual ¢ a quantidade limite de C depois de um longo periodo de tempo?

Com as condig¢des estabelecidas pelo enunciado, no qual em t =0 temos p=40,q=50¢ a
cada 1 grama de C temos 2/3 de A e 1/3 de B, podemos escrever o seguinte PVI:

% < (s0-22) (- 3).

(D) = 0,
x(5) = 10.

fatorando o PVI e aplicando uma constante o positiva , temos que p = 150 e q = 60, ou seja,

"‘% — (150 — =) (60 — z)
z(0) = 0,
x(5) = 10.
Sabemos que para encontrar a solugdo de equilibrio de uma EDO, igualamos a zero,
encontramos o0s pontos criticos e fazemos o estudo de sinal da fungao.
a(150 — x)(60 — x) =0
observamos que a fungdo representada ¢ uma fungdo quadratica, portanto possui dois pontos de

equilibrio: 150 e 60. Agora fazemos o estudo de sinal da fungdo e classificamos os pontos fixos:
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Vemos que a fungdo ¢ positiva em | — oo, 60[ U ]150, o[ e negativa em
[60 < x < 150], logo podemos classificar o ponto fixo x *= 60 como estavel pois todas as
solugdes tendem a ele e o ponto critico x *= 150 como instavel pois as solugdes se afastam dele.
Portanto, temos como resultado 60, ou seja, o produto resultara em 60 gramas e essa informagao do
pode ser obtida sem resolver a equacao diferencial, através dessa analise qualitativa, logo x sera p

ou q.

5. CONCLUSAO

O conhecimento dessa ferramenta matematica ¢ de suma importancia, visto que, esta pode ser
utilizada para resolver e antecipar problemas diversificados. Como acontece nesse caso, apos a
analise qualitativa da EDO chegamos a conclusdo de que, conforme o tempo t passa, a rea¢ao
quimica tende a estabilizar sempre no min (p, q), ou seja,

lim x(t) = min (p, q)

t—> o
sendo assim, p e q serao assintotas horizontais na funcao x(t). Podemos também fazer uma analise
quantitativa da EDO para chegar neste resultado mas o calculo torna-se complicado pois teremos

que descobrir a solucao da EDO, aplicar o PVI e resolver o limite da fun¢dao quando t — oo.
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